
6 Calculs d’aires, intégration

1. Calcul intégral : cas général

Propriété 6.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
L’aire algébrique comprise entre la courbe Cf et l’axe des abscisses, entre les valeurs x = a et x = b, se
note ∫ b

a

f(x) dx

Et se calcule grâce à la primitive F de la fonction f . On a en effet :∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a)
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On appelle ”aire algébrique” une aire qui peut éventuellement être négative : en effet, lorsque l’on calcule une
intégrale, les surfaces sont orientées. et peuvent aboutir à un résultat positif ou négatif. L’encadré qui suit
donne l’orientation des aires, mais le calcul d’aire en utilisant la primitive aboutit au ”bon résultat” sans que
ayez à calculer séparément le signe. Rappelez-vous simplement qu’une aire négative est un résultat valide.

Méthode Après avoir ”découpé” l’intégrale de la fonction f à étudier en intervalles où f est de signe
constant, on peut savoir si l’intégrale obtenue sur chacun de ces intervalles sera positive ou négative.
Soit [a; b] un intervalle sur lequel f est de signe constant. En suivant le ”bord” de la surface correspondant
à l’intégrale (on va de a vers b, puis on fait ”tout le tour”), on obtient une courbe fermée orientée.

Si cette courbe est orientée dans le sens positif, alors
∫ b

a

f(x)dx sera positif. Sinon,
∫ b

a

f(x)dx sera

négatif.

Les sens ”positif” et ”négatif” correspondent aux sens sens de parcours
du cercle trigonométrique. On peut utiliser la ”méthode de la main droite”
(gauchers, méfiez-vous !) :
Si votre pouce est vers vous , l’orientation est positive. Si votre pouce est
vers la feuille, l’orientation est négative.

Le tableau suivant résume les différents cas possibles :

∫ b

a

f(x)dx ⩾ 0

∫ b

a

f(x)dx ⩽ 0

∫ b

a

f(x)dx ⩾ 0

∫ b

a

f(x)dx ⩽ 0
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2. En déduire que
∫ b

a

u(x)v′(x)dx = [u(x)v(x)]ba −
∫ b

a

u′(x)v(x)dx
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Partie B : Applications.
Les questions de cette partie sont indépendantes entre elles.
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2. Calculer
∫ π
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3. Reprendre deux fois de suite la méthode de la partie A pour calculer I =

∫ 1

0

x2exdx et J =

∫ 0

−1

t2e
t
2 dt
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4. Reprendre la méthode de la partie A pour calculer
∫ x

0

(t+ 1)etdt ;

en déduire la primitive de la fonction x 7→ (x+ 1)ex qui vaut 1 en 0.
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3. Calcul intégral : valeur moyenne

Définition 6.1 Pour toute fonction f continue sur [a; b], la valeur moyenne de f sur [a; b] est le réel µ
défini par :

µ =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

Propriété 6.3 L’intégrale d’une fonction f continue et positive sur [a; b] est l’aire du rectangle dont les
côtés ont pour longueur µ et b− a :

∫ b

a

f(x)dx = (b− a)× µ

Propriété 6.4 (Inégalité de la moyenne) Soit f une fonction continue sur [a; b]. On note m et M deux
réels tels que pour tout x ∈ [a; b] on a m ≤ f(x) ≤ M . Alors :

m ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ M

Exercice 6.5 Déterminer la valeur moyenne de f sur I dans chacun des cas suivants :
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2. f(x) = 2x2 + x− 2, I = [−1; 1]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

49



Exercice 6.6 Soient f et g deux fonctions définies sur [−1; 1] par f(x) = ex et g(x) = e
x
2 . Soient Cf et Cg les

courbes représentatives des fonctions f et g dans un repère orthogonale (O; i⃗; j⃗).

1. Soit A1 l’aire de la partie du plan déterminée par Cf et Cg et les droites d’équations x = −1 et x = 0.
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2. Soit A2 l’aire de la partie du plan déterminée par Cf et Cg et les droites d’équations x = 0 et x = 1.
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Exercice 6.7 Le but de l’exercice est de donner un encadrement du nombre I défini par :
∫ 1

0

x2ex

1 + x
dx.

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = ex

1+x .

1. Étudier les variations de la fonction f sur [0; 1].
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2. On pose, pour tout entier naturel n, Sn =
n∑

k=0

f(k5 )

(a) Justifier que pour tout entier k compris entre 0 et 4, on a : 1
5f(

k
5 ) ⩽

∫ k+1
5

k
5

ex

1 + x
dx ⩽

1

5
f(

k + 1

5
)

Interpréter graphiquement à l’aide de rectangles les inégalités précédentes.
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(b) En déduire que : 1
5S4 ⩽

∫ 1

0

ex

1 + x
dx ⩽

1

5
(S5 − 1)
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En déduire l’encadrement : 1, 091 ⩽
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3. (a) Démontrer que pour tout réel x de [0; 1], on a : 1
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(b) Justifier l’égalité
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(c) Calculer
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(d) En déduire un encadrement de I =

∫ 1

0

x2ex

1 + x
dx d’amplitude strictement inférieure à 10−1
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